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Resumen. Se reporta la implementacion de la Transformada Numérica de Laplace Inversa (TNLI) en un Arreglo de Compuertas
Programable por Efecto de Campo (FPGA, por sus siglas en inglés) para realizar calculos de transitorios electromagnéticos en redes
de energia eléctricas en tiempo acelerado; es decir, varias veces mas rapido que el tiempo real. Se utiliza una tarjeta de desarrollo
FPGA Virtex 6xc6vIx240t-1ff1156 de tecnologia Xilinx®. Se presentan 2 casos de aplicacion. EI primero consiste en la inversion
numérica de una funcion de Laplace cuya solucion en el dominio del tiempo es conocida analiticamente. El segundo caso
corresponde a la evaluacion de la respuesta transitoria de una linea de transmisién monofasica con parametros RLGC dependientes
de la frecuencia. Los resultados se validan con el programa comercial PSCAD/ EMTDC®. Estos muestran la viabilidad de la
herramienta propuesta para analizar transitorios de redes eléctricas en tiempo acelerado

Palabras clave: Transitorios Electromagnéticos, Coordinacion de Aislamientos, Transformada Numérica de Laplace (TNLI),
FPGAs, Simulacion en Tiempo Real, Simulacién en Tiempo acelerado.

Abstract. This paper reports the implementation of the Inverse Laplace Numerical Transform (TNLI) in a Field Programmable
Gate Array (FPGA) for calculating power-system electromagnetic transients in accelerated time; that is, several times faster than
real time. A Virtex 6 xc6vIx240t-1ff1156 FPGA development card from Xilinx® technology is used for this purpose. Two
application cases are presented here. The first one is the numerical inversion of a Laplace test-function whose time-domain solution
is known analytically. The second case corresponds to the evaluation of the transient response of a single-phase transmission line
with frequency-dependent RLGC parameters. This response is validated with the commercial-grade program PSCAD/EMTDC®.
Finally, the performance attained by the reported TNLI-FPGA implementation demonstrates its ability for calculating power-system
transients in accelerated time.

Key Words: Electromagnetic Transients, Insulation Coordination, Numerical Laplace Transform, FPGAs, Real-Time
Simulation, Accelerated-Time Simulation.

1. INTRODUCCION

La Transformada de Laplace es una herramienta poderosa para el analisis dindmico de sistemas eléctricos.
A través de esta transformada, las ecuaciones integro-diferenciales que describen tales sistemas se transforman
en relaciones algebraicas cuya solucion puede obtenerse facilmente. Sin embargo, estas soluciones todavia
deben ser llevadas al dominio del tiempo aplicando la transformada inversa de Laplace. En la mayoria de los
casos, esto suele resultar muy dificil e incluso imposible de realizar analiticamente. Por este motivo se suele
recurrir a formas de inversiébn numérica que en lo sucesivo se denominaran genéricamente como la
Transformada Numerica de Laplace (TNL) [1], [2], [3], Y [4].

Muchas de las aplicaciones de la TNL requieren un uso intensivo de recursos de computo, como son el
tiempo de procesador (CPU) y la cantidad de memoria. Tales aplicaciones, ademas, cada vez suelen demandar
menores tiempos de computo. Un caso de este tipo es el de los estudios estadisticos de Transitorios
Electromagnéticos (TEMs) por maniobra en sistemas de transmision de energia eléctrica. Entre otras
aplicaciones, éstos son requeridos para determinar y coordinar niveles de aislamientos. En ellos se deben
realizar simulaciones de miles de operaciones de interruptores para determinar la distribucion estadistica de
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sobre tensiones y sobre corrientes. Con las herramientas convencionales, el tiempo de computo de estos
estudios suele ser excesivo y costoso [5]. El objetivo de este articulo es proponer y presentar una
implementacién de la Transformada Numeérica de Laplace Inversa (TNLI) en un procesador del tipo arreglo
de compuertas programable por efecto de campo, o FPGA (por sus siglas en inglés), asi como el de demostrar
la capacidad de dicha implementacion para calcular TEMs en tiempo acelerado; es decir, varias veces mas
rapido que en tiempo real [10]. Para este objetivo se adopta la técnica de la TNLI basada en el truncamiento
mediante ventana de datos, [1], [2], [4], [6], [7].- ElI FPGA utilizado es el Virtex 6 xc6vIx240t-1ff1156 de
Xilinix®. Una implementacion previa de la TNLI en un FPGA, quiza la Unica, fue reportada por Yonemoto
et al., en el 2002 [11]. En ésta se utilizd la técnica de la TNLI de Durbin [12] cuya eficiencia numérica es 50
% inferior que la que aqui se propone; adicionalmente, no se logré en [11] la reproduccién de un transitorio
en tiempo real.

2. EVALUACION NUMERICA DE LA TRANSFORMADA INVERSA DE
LAPLACE

Sea f(t) una funcién del tiempo “t” que representa una sefial fisica. Su transformada de Laplace F(s) esta
definida por la siguiente funcién [13]:

0

Fs) = f (et | (1)
0
donde s=c+jw es la variable compleja de Laplace. Su parte imaginaria  es la frecuencia angular y su parte
real “c” es la constante de amortiguamiento [1], [2], y [3]. Por otro lado, la transformada inversa de Laplace
para funciones reales viene dada por la siguiente expresion [1]:

f(t):%ee{TF(H jw)ej“’tdw}. @

0
El tratamiento numérico de (2) requiere truncar los limites de integracion, asi como discretizar las variables
Yy t[2]. En este trabajo se adopta la técnica de inversion de la transformada de Laplace (TNLI) basada en el
truncamiento de w mediante ventanas de datos [2].

2.1. Tratamiento numérico de la Transformada Inversa de Laplace

El truncamiento del rango de integracion en (2) se puede representar mediante la multiplicacion de F(c+jw)
por una ventana rectangular o, (®) , la cual vale cero fuera de dicho rango:

f(t)~ ?(t) =e—Re{jF (c+jo)o, (a))ej“’tda)} (3)
4 0
donde f(t) representa una aproximacion a ) y o, (@) es la ventana rectangular.

El truncamiento con las ventanas rectagulares introduce errores conocidos como de Gibbs de hasta
9.6 % [2]. La ventana de Von Hann (0 Hanning) onn(w) resulta altamente conveniente para reducir dichos
errores y ha sido adoptada extensamente en el analisis de TEMs en sistemas de energia eléctrica [3]:

1
o (@) Z{E[Hcos(ﬁwlﬁ)], 0<w<Q ()
w<0, w>0Q
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2.2. Discretizacion

La variable continua t se suele discretizar en N pasos uniformes de tamafio A¢, donde Ar=T/Ny T representa
el tiempo de observacion. Cabe mencionar que, de acuerdo con el ancho de banda “Q” en (4), 4t debe cumplir
con el criterio de la tasa de muestreo de Nyquist [2], [6], [7]. Por su parte, F(c+jw) se puede discretizar
empleando un muestreo uniforme, ya sea regular o impar [7]. De esta forma, se producen 4 métodos para la
TNLI: 1) el regular bilateral (RB) 2) el impar bilateral (1B) 3) el regular unilateral (RU) y 4) el impar unilateral
(IV). En este articulo se hace énfasis sobre el muestreo RU, el cual se representa en la figura 1. La siguiente
expresion denota la transformada inversa de Laplace con éste método [14]:

. eant 1 N-1 j2zkn
f, = Re{EZ[Fkahn,ke N :|} (5)

At k=0
donde omk Yy Fi representan las k-ésimas muestras de om(w) y F(c+jw), respectivamente; es decir, o, (kAw) y
F(kAw).

La sumatoria en (5) se puede calcular mediante el algoritmo de la Transformada Réapida de Fourier Inversa
(IFFT, por sus siglas en inglés); simbdlicamente:

f =K ®Re{IFFT (F®7)} (6)
donde f ,K, Fy& son vectores de N muestras y ® representa el producto de Hadamard; esto es, el producto
entre dos vectores de dimension N que resultan en otro vector de la misma dimension y cuyos elementos son
el producto de los elementos correspondientes de los vectores que se multiplican. Nétese que f es el vector
de la N muestras “ f ” de la sefial en el dominio del tiempo obtenida tras la inversion, F es el vector de la N

muestras “F, " de la funcion en el dominio de Laplace y & es el vector de la N muestras onnx de la funcion de

ventana de datos. En cuanto a K en (6), éste es un vector de coeficientes que toma cuatro formas diferente
dependiente del tipo de muestreo, el cual, para el muestreo RU viene dado por:

Kry = 2exp(ChAL)/ At (7

3. IMPLEMENTACION DE LA TNLI EN FPGA

En la actualidad los FPGAs se utilizan cada vez méas en aplicaciones de sistemas eléctricos de potencia.
Esto es debido principalmente a dos factores: 1) su arquitectura que permite computo en paralelo y 2) su alta
velocidad de procesamiento que reemplaza en gran medida a los circuitos integrados de aplicacion especifica
0 ASICs, asi como a los procesadores digitales de sefiales o0 DSPs [8], [9], [10].

En este articulo se reporta la implementacién de la TNLI basada en ventaneo la cual se resume en la
expresion general (6). Dicha implementacion se ilustra en la Fig. 2 y los pasos correspondientes se enlistan a
continuacion:

Definir la representacion numérica ya sea de punto fijo o de punto flotante, asi como su numero de bits.
Calcular el vector K fuera de linea y cargarlo en las memorias EPROM del FPGA.

Adecuar y cargar el algoritmo de la IFFT en el FPGA.

Calcular la ventana de Hanning con el algoritmo CORDIC.

el N =
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Figura 1. Discretizacion de F(c+jw) muestreo RU.  Figura 2. Diagrama de bloques de la TNLI.

3.1. Representacion de variables en un FPGA

Los FPGAs estan limitadas en cuanto a espacio disponible de memoria; por lo tanto, la implementacion de
un algoritmo en ellas plantea varios desafios. Uno de estos es determinar el formato de representacion
numérica mas apropiado para las variables [15]. Este formato en una computadora convencional suele ser en
punto flotante a 32 bits (precision simple) y a 64 bits (precision doble); ésto, de acuerdo con el estandar IEEE
754-1985 para numeros en punto flotante [16]. En un FPGA se considera que dicha representacion demanda
una gran cantidad de recursos (look-up tables 0 memorias). El uso de representacion en punto fijo, por otro
lado, es mucho menos demandante en recursos de memoria; sin embargo, esto se logra a costa de una menor
precision [17].

En este articulo se adopta la representacion de punto fijo con complemento a dos por las siguientes razones:
su aritmética es simple, los IP-cores disponibles permiten formatos en punto fijo sin cambio alguno y la
interconexion de todas las instancias del método es més sencilla.

Todos los valores que se almacenan en la EPROM del FPGA deben convertirse a representacion de punto
fijo y, de igual manera, los datos que se obtienen del FPGA deben ser convertidos de binario a representacion
real punto flotante.

3.2. Célculo de los vectores K

De acuerdo con la expresion (7), los componentes del vector K dependen del valor que se dé al factor de
amortiguamiento “c”. Para este Ultimo se suele usar la siguiente expresion [6]:

c=—In(g )/T (8)
donde ¢, es el error deseado de solapamiento (aliasing) que suele especificarse entre 102y 10° [2].

En el caso de una TNLI implementada en un FPGA, debido al nimero limitado de bits para representar los
elementos del vector K, el error obtenido ¢, suele no corresponder con el especificado en (8); sobre todo
cuando para este dltimo se elige un valor muy pequefio que resulta en magnitudes muy altas de los
componentes de K. Se recomienda entonces seleccionar un valor conservador para e, en (8), del orden de

1072, y ajustarlo mediante un proceso de prueba y error. Una vez seleccionado dicho valor, se procede a
calcular el vector K para cada muestreo y guardarlo en memoria EPROM del FPGA.

3.3. Implementacion de la IFFT

La FFT es quiza el algoritmo mas utilizado en procesamiento digital de sefiales y en telecomunicaciones.
Este ha sido implementado en distintos tipos de hardware especializado: DSPs, FPGAs, etc. El software ISE
13.4 de Xilinx® ofrece varias implementaciones del algoritmo del algoritmo IFFT, todas estas limitadas a un
namero N de muestras que sea potencia de 2; es decir, N=2" con m un entero entre 3 y 16. De todas las
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arquitecturas disponibles para el algoritmo de la IFFT, en este articulo se seleccion6 la denominada “pipelined,
streaming I/O”. Esta arquitectura permite el procesamiento continuo de datos y mejor velocidad, aunque,
requiere de una mayor cantidad de recursos del FPGA [18]. EI FPGA aqui usado ofrece libertad para elegir
diferentes arquitecturas. La Fig. 3 representa el bloque (instancia) de la IFFT con sus respectivas entradas
(izquierda) y salidas (derecha).

3.4. Implementacién de la ventana de datos

La expresion (4) proporciona la forma méas general de la ventana de Hanning que, para el muestreo RU, se
puede reescribir de la siguiente manera:

G, (@) =0.5+05cos(zM/ N), 9)

donde
m=(012,...,N-1), (10)
El célculo interno de las funciones trigonométricas en FPGAs usualmente se lleva a cabo mediante el
algoritmo CORDIC. En las librerias de Xilinx® se cuenta con dos implementaciones que, al igual que en la
FFT, a medida que se gana en velocidad se requiere mas espacio de silicio. El objetivo de este trabajo es
realizar computo rapido y por tanto se selecciona la arquitectura que proporciona la mayor velocidad. El
funcionamiento en detalle de estos algoritmos puede consultarse en la referencia [19]. El diagrama de bloques
de la implementacién se muestra en la Fig. 4. Cabe decir que este blogue también se puede ejecutar fuera de
linea y cargar sus resultados en la memoria EPROM con el fin de acelerar la velocidad de los calculos.

Gk_re_[34][ FFT | Pk_re_[40] SIGMA
Gk_im_[34] Pk_im_[40]
] | — Reset
Start RFD x_out[10 ol12]
FWD_INV | DV CORDIC
E Ey CE CE RDY
CLK | Done CLK CLK
Figura. 3. Diagrama entradas/salidas de la FFT. Figura 4. Diagrama de la funcién de ventaneo.

3.5. Diagrama de la implementacién de la TNLI en una FPGA

La figura 5 resume el disefio final que incluye todas las etapas previamente descritas para el método
propuesto: IFFT, ventana y memorias EPROM. Adicionalmente, este diagrama contiene bloques de
contadores para acceder a las memorias del FPGA. Es importante resaltar que en los métodos con muestreo
regular los elementos de K son reales, lo cual permite usar menos memoria, asi como efectuar menos
operaciones que en la implementacion con los métodos que usan muestreo impar (ver figura 2). La tabla 1
presenta las variables en la implementacién de la TNLI y proporciona el nimero de bits necesarios para
representar a cada una de ellas. EI niimero de bits de la variable P, de la salida de la instancia IFFT (ver tabla
1) incrementa en proporcion con el logaritmo base dos del nUmero de muestras [18]. Para los casos de prueba
en este articulo son necesarios 6 bits extra debido a que la TNLI implementada es de 64 muestras.

Para determinar el numero de operaciones y el tiempo que tarda el algoritmo en realizar éstas, basta con
contar el nimero de ciclos de reloj que toma el algoritmo y dividirlo por la frecuencia a la que conmuta dicho
reloj. Esto se puede hacer mediante un contador controlado que se detenga una vez que la variable “Done”
(terminado) de la instancia de la IFFT asuma el valor de “1”.
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4. CASOS DE ESTUDIO

4.1. Inversion de una funcion analitica

Considérese como primer caso de estudio la siguiente funcion en el dominio de Laplace:

_ sxexp(-0.018s)

F(s 11
© s? +(307)° D

que corresponde en el dominio del tiempo a una funcién coseno desplazada:
f (t) = cos[30z(t - 0.018) |u(t - 0.018) (12)

La figura 6a ilustran el resultado de aplicar el algoritmo de la TNLI a (11). Los resultados con los muestreos
no se incluyen aqui dado que son idénticos, pero con un error un poco mayor. En estas figuras se comparan
los resultados obtenidos usando 3 valores de amortiguamiento ¢=30.7, 46.1 y 61.4; estos han sido
calculados mediante (8) asignando niveles de error de 10%, 1% y 0.1%, respectivamente.

Puesto que la transformada inversa de (11) esta dada en forma analitica por (12), es posible evaluar el
error de los metodos implementados en forma precisa. Para ello se utiliza la siguiente expresion.

f —f,
Error, :%; k=1,2,..N (13)
max

donde f, corresponde a una muestra de la sefial analitica y f, a esa misma muestra pero de la sefial proveniente

de la TNLI implementada en el FPGA. La Fig. 7 proporciona las graficas de error obtenidas para la
implementacion propuesta. Se considera un factor del coeficiente de amortiguamiento de c=61.4 que
corresponde a un error de aliasing del 0.01%.

Reset Reset
CE . N .
SIGMA | Sigma_[12] CLK RarLe | moarte i Kim[25]
CLK &
K
LN_RE_[33] Memoria EPROM
V_im[23] l XK_IM_[33]
XN_IM_[33
parte | parte | V="e1231 [{X) ai ]XK RE_[33
Rea? Imaginaria CLK _RE_[33] f>< + Yk[64]
direccién FWD_INV
e -
cE Entrada Start DV DV
i Reset —
memoria EPROM ese [ p Busy Busy
CLK CLK Done Done

Figura 5. Diagrama de blogues de la TNLI.
4.2. Energizacion de una linea de transmision monoféasica

Considérese ahora, como segundo caso de estudio la energizacion de una linea aérea monofasica de
longitud L=240 km formada por un conductor ACSR Bluejay de radio rc=1.25 cm a una altura h=12 m sobre
un suelo conductor imperfecto con resistividad ps=100 Qm. La figura 7a muestra la geometria transversal de
la linea y proporciona las propiedades eléctricas de sus materiales, incluida la resistividad del aluminio del
conductor ACSR p:=4.13%10® Qm. La figura 7b muestra un diagrama longitudinal de la linea junto con sus
conexiones. En el extremo transmisor la linea es energizada con un escalon unitario de voltaje a través de una
impedancia generalizada de fuente Zs=0.5+j0.03s Q. En el extremo receptor la linea esta conectada a tierra
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mediante una carga Z.=1x10° Q. En el dominio de Laplace el voltaje del extremo receptor V.(s) esta dado
por la siguiente expresion:

VL (8) =H(s)V(s) (14)

donde Vs(s)=1/s es el voltaje inyectado en el extremo transmisor y H(s) es la funcion de transferencia del
sistema formado por la linea y las impedancias Zs de fuente y Z, de carga. Por el hecho de que H(s) consiste
en una composicién no trivial de funciones trascendentales, su inversion analitica para obtener la forma de
onda de voltaje de respuesta v, (t) resulta quiza imposible y, por lo tanto, se recurre a la TNLI.

Tabla 1. Representacion numeérica de las variables para una TNLI de 64 muestras.

Variables de la FPGA
Entrada Fk Ventana Gk = Hka Pk = IFFT(GR) Kk Yk = PkKk
Re{F} Im{F, } Ok
Bits enteros 1 1 1 2 8 22 30
Bits de signo 1 1 1 1 1 1 1
Bits fracionarios 21 21 10 31 31 2 33
Bits totales 23 23 12 34 40 25 64
Muestreo RU FPGA vs Analitica
\ Analitica. ——FPGAKI FPGA K2 FPGAK3] i i ' ,
S%D ¥ \ i
-05F \ / 8
B 10 20 30 40 50 60
Muestras
60
Muestras
(€Y

(b)
Figura 6. (a) Resultado de la TNLI con varios valores de amortiguamiento y (b) Error respecto a la

solucién analitica.

v Respuesta transitoria FPGA y PSCAD
t=0 O r=1.25cm  ,| |—™RU U RB IB —— PSCAD
Linea de { _ 8 S5l "
U(t) transmisién Z|_ VL eon—d4.13 x10 Q2 m % .
=
- E 1+
{ h=12m =
= =)
<o5f
0 y‘
T7777777777777777 | | | | ‘ | | o
0 0.002 0.004 0.006 0.008 001 0012 0.014 0.016
f=1002m Tiempo [s]
(a) (b) (c)

Figura 7. (a) Datos de la linea (b) Diagrama del circuito bajo estudio y (c) Respuesta transitoria de la linea
con la TNLI-FPGA y PSCAD/EMTDC®.

Finalmente, la figura 7c muestra las formas de onda de respuesta v.(t) obtenidas mediante los cuatro
métodos considerados de la TNLI ejecutados en el FPGA. A manera de validacion, en dicha figura también
se incluye la respuesta obtenida con el programa de grado comercial PSCAD/EMTDC®, version 4 [20]. El
tiempo de computo para el PSCAD es en promedio 0.7 s en una PC i7 con ambiente Windows 10. Este tiempo
de ejecucion debe contrastarse con los 3.55us requeridos por la TNLI en el FPGA. El modelo que se usa en
PSCAD es el “Frequency Dependent (Phase) Model’” con un ajuste racional entre 0.5 Hz y 1 MHz usando
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maximo un orden de 20 polos tanto para el ajuste de la impedancia caracteristica como para el ajuste de la
funcién de propagacion.

5. DISCUSION

La tabla 2 resume la utilizacion de recursos légicos dentro del FPGA. Estos recursos corresponden a ambos
casos de estudio que se presentaron anteriormente. Los simuladores actuales de TEMs en tiempo real, como
son el RTDS® y el OPAL-RT®, permiten simular casos de estudio con pasos de tiempo de At=20us por cada
muestra [8], [9], y [21]. Los métodos aqui reportados arrojan 64 muestras en 3.55us lo cual corresponde a 360
veces mas rapido que el tiempo real; sin embargo, para hacer una comparacion justa con un simulador en
tiempo real, aiin es necesario simular una red mas compleja y con mas muestras.

El uso de muestreos impares incrementa el nimero de operaciones debido a la aritmética compleja
involucrada en el célculo del vector K. Este sobrecosto no se ve reflejado en el tiempo de computo de los
algoritmos debido a que el FPGA realiza computo en paralelo. Adicional a esto la variante regular unilateral
(RU), también proporciona mayor precision numérica como lo muestra la figura 6b. Debido a esto, el muestreo
regular unilateral es considerado el de mejor rendimiento en un FPGA.

Tabla 2. Uso de recursos en el FPGA

Recursos Laégicos utilizados
. . BUFG/ . .
Registros | Slice LUT-FF | bonded RAM/ P DSP48E1 | Ciclos de | Tiempo a
Slice LUTs pairs I0Bs Blogues FIFO W S Reloj 33 [Mhz]
5160 5160 5160 5160 5160 5160 ~ 5160 5160 5160 5160
(1.711%) | (1.711%) | (1.711%) | (1.711%) | (1.711%) | (1.711%) (1.711%) (1.711%) (1.711%) | (1.711%)

6. CONCLUSIONES

La TNL es una herramienta muy valiosa para el analisis de sistemas diversos, concretamente para el analisis
de TEMs en redes de suministro de energia eléctrica. En este articulo se ha propuesto realizarlos mediante la
implementacién de la técnica de inversion numérica de la transformada de Laplace basada en el truncamiento
por ventana de datos en un hardware de tipo FPGA.

Las pruebas aqui reportadas han mostrado que la implementacion propuesta puede lograr velocidades de
coémputo del orden de 360 veces mayores a las de los actuales simuladores comerciales de transitorios
electromagnéticos en tiempo real. EI método aqui propuesto es entonces apropiado para aplicaciones de
coordinacion de aislamientos mediante estudios estadisticos. También es adecuado para la computacion de
TEMs en tiempo acelerado; es decir, varias veces mas rapido que tiempo real [22].

Con respecto al método propuesto, aqui se han probado cuatro variantes para la TNLI basada en ventaneo.
Aunque los tiempos de ejecucion de estas variantes en el FPGA no presentan grandes diferencias, las del
muestreo regular requieren menores recursos de hardware; es decir, de un area de silicio menor en alrededor
de un 10% y una mejor precision (ver figura 6b). Por esto, en este articulo se concluye que el método de
discretizacion regular unilateral es la mejor opcion para la implementacion de TNLI en un FPGA.

Finalmente, los autores de este articulo solo han encontrado una implementacion de la TNLI en FPGAs
reportada en la literatura especializada. Esta fue introducida en el afio 2003 por Yonemoto et al. [11]. El
progreso subsecuente en la tecnologia de los FPGAs, asi como de los métodos de solucidn, han motivado la
investigacion realizada en el presente trabajo.
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