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Resumen. En este trabajo se presentan y analizan los métodos mas comunes para la solucion tanto de una ecuacion diferencial
ordinaria de alto orden como de un sistema de ecuaciones diferenciales. Los métodos presentados son la transformacion de
Laplace, el método directo en tiempo, la transformada z, diferencias finitas, ecuaciones en diferencias y los siguientes métodos
numéricos: Euler, regla trapezoidal y Runge-Kutta. Se muestra a detalle el desarrollo y la aplicacion de cada método. Se presentan
dos casos de prueba para mostrar las ventajas y desventajas de cada metodologia: el modelado de una red eléctrica mediante una
ecuacion diferencial de alto orden y el modelado de una red eléctrica mediante la solucion del sistema en variables de estado. En
el documento se muestra la desviacion de los resultados tomando como referencia la solucién mediante la transformacion de
Laplace, se analizan los resultados y se presentan conclusiones.

Palabras clave: Ecuaciones diferenciales, transformacion de Laplace, transformada z, ecuaciones en diferencias, Euler, regla
trapezoidal, Runge-Kutta.

Abstract. In this paper the most common methods for the solution of both a high-order ordinary differential equation and systems
of differential equations are presented and analyzed. The presented methods are the Laplace transformation, the direct method, the
z transform, finite differences, difference equations and the following numerical methods: Euler, trapezoidal rule, and
Runge-Kutta. The paper shows in detail the development and application of each method. Two test cases are presented to show
the advantages and disadvantages of each methodology: the modeling of an electrical network using a high-order differential
equation and the modeling of an electrical network by solving the system in state variables. The document shows the deviation of
the results taking as reference the solution through Laplace transformation. The results are analyzed and conclusions are
presented.

Key Words: Differential equations, Laplace transformation, z-transform, difference equations, Euler, trapezoidal rule,
Runge-Kutta.

1. Introduccion

La mayoria de los fendmenos fisicos que se pueden modelar con formulaciones fisicomatematicas
evolucionan en espacio y/o en tiempo, aunque existe una gama de fendmenos que s6lo evolucionan en
espacio o en tiempo. De manera natural, algunos sistemas almacenan y/o ceden energia en alguna de las
siguientes formas: mecdnica, cinética, potencial, gravitacional, acustica, eléctrica, térmica, quimica,
magnética, nuclear, radiante, e6lica, solar, hidraulica o luminica. Las relaciones fisicomatematicas de estos
sistemas comunmente se modelan mediante ecuaciones diferenciales, las cuales son parciales si dependen de
mas de una variable independiente y/u ordinarias si sélo dependen de una variable independiente (espacio o
tiempo). Para el caso de los sistemas que dependen de una sola variable, la cantidad de elementos que
almacenan y/o ceden energia definen el orden de la ecuacion o el tamafio de los sistemas de ecuaciones que
modelan el fendmeno fisico. Este trabajo se enfoca en el modelado de circuitos eléctricos concentrados, es
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decir, que solo evolucionan en tiempo; asi, el modelo resultante es una ecuacion diferencial ordinaria de alto
orden (EDOAO) o un sistema de ecuaciones diferenciales ordinario (SEDO).

Los métodos de solucion que se han desarrollado a la fecha se aplicaron inicialmente a ecuaciones
simples o de bajo orden; asi, de manera intuitiva el primero de ellos fue desarrollado por Leonard Euler [1].
Cabe mencionar que Isaac Newton le dio formalidad matematica al calculo integrodiferencial, por lo que la
primera formulacidon analitica formal se dio con la formaciéon de la teoria de grupos para ecuaciones
diferenciales [2]. Pierre-Simon Laplace, un siglo después de que Newton desarrollara el calculo diferencial e
integral, asento la teoria para la solucion de este tipo de ecuaciones mediante lo que hoy se conoce como la
transformada de Laplace [3]. Afios después se desarrollo la teoria de la transformada z, la cual se basa en las
series de Pierre Alphonse Laurent [4]. A partir de esta teoria se desarrolld6 un método denominado
ecuaciones en diferencias que aprovecha el esquema en plano discreto que se obtiene de la aplicacion de la
transformada z [5]. Alrededor del siglo XIX, los alemanes Carl David Tolmé Runge y Martin Wilhelm
Kutta desarrollaron un conjunto de métodos iterativos (implicitos y explicitos) para aproximar la solucion al
problema de valor inicial de una ecuacién o un conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias [6]. Aunque
existen otros métodos de solucion como el método de Taylor, métodos multipaso, variacion de pardmetros,
factor integrante, cuadraturas, variables separables, entre los mas conocidos, la mayoria no son de uso
general o, como es el caso de los métodos multipaso, no se puede garantizar la estabilidad numérica para los
meétodos de alto orden. Adicionalmente, debido a la dificultad de obtener las condiciones iniciales necesarias
para su implementacion, no se analizan en este trabajo. Asi, el objetivo principal de este trabajo es estudiar
los métodos maés utilizados para la solucion de una ecuacion diferencial de alto orden y para un sistema de
ecuaciones diferenciales con el proposito de presentar una comparacion y analizar los resultados.

2. Métodos de solucion para ecuaciones diferenciales ordinarias de alto orden

Normalmente, una ecuacion diferencial ordinaria se resuelve analiticamente ya que este resultado se
asocia a una solucién exacta. Sin embargo, para el caso de ecuaciones diferenciales ordinarias de alto orden
(EDOAO) la solucion analitica conlleva el calculo de raices de un polinomio del mismo orden que la
ecuacion diferencial, y esto se tiene que hacer de manera numérica; este calculo es bastante sensible a
errores numéricos [7]. De hecho, no es predecible saber si el resultado final tendra més error debido al
calculo de las raices o a otro tipo de implementaciones. Por esta razdn, en esta seccion se aborda la solucion
analitica, métodos semianaliticos y métodos numéricos para la solucion de una EDOAO.

2.1 Métodos analiticos

Existen dos formas tradicionales de resolver una ecuacion diferencial ordinaria de alto orden: la
transformacion de Laplace [8, 9] y la solucion directa en el dominio del tiempo mediante la aplicacion de
algiin método como el de coeficientes indeterminados [6, 10]; en esta seccion se describen ambos métodos
de manera breve, junto con el método semianalitico de la transformada z [11] y algunos métodos numéricos
como el de ecuaciones en diferencias o diferencias finitas [12, 13, 14].

2.1.1 Transformacion de Laplace

Se considera la EDOAO con coeficientes constantes
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; (M

donde @ son los coeficientes, w'*) son las késimas derivadas de la variable dependiente, ¢ es la variable
independiente y f{(f) es la funcién de entrada. Si se denotan las condiciones iniciales de la variable

dependiente como

w"(0)=wy con 0<m<M-1, 2)

la transformada de Laplace de (1) es

i(aksk )W(S)— i(kz_isk_j_lakw(j)(O)j = F(s)
k=0 0\ 7 . 3)
Si se despeja W(s) de (3) se llega a
F(s)+ z[ sk"_lakw(’)(O)j
W(s)= 0 Nj
2 leus') . “

La solucion de (1) se obtiene mediante la expansion en fracciones parciales de (4) para tener elementos
simples a los cuales se les aplica la transformada inversa de Laplace y llegar a una solucion de la forma

(o) L (s (5)

2.1.2 Solucion en el dominio del tiempo (método de coeficientes indeterminados)

La solucién directa de (1) se divide en dos partes, la solucion homogénea que se obtiene al hacer

f (l‘ )=0 en (1) y la solucion particular que depende de [ (t ) Para obtener la solucion homogénea se
propone una solucion del tipo

wt)=w, =e” | (6)
donde e es la funcion exponencial y 7 es una constante. Las derivadas sucesivas de (6) son de la forma

w(k) _ rkert ' (7)

t

Para 0 <k < N, al sustituir (7) en (1) se obtiene el polinomio caracteristico o ecuacion auxiliar
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o : ®)

En (8), como ¢" #0, la sumatoria necesariamente es igual a cero, por lo que por medio del teorema
fundamental del algebra [15] se tienen n soluciones (raices) de (1) agrupadas de la forma

N
— Tt
w, = E c.e
k=0

)

La segunda parte de la solucion tiene que ver con la f{¢) de la ecuacién (solucidn particular). Aqui se
propone una funcidon del mismo tipo que f{¢) y se encuentran los coeficientes que la ajustan. La suma de
ambas soluciones, homogénea y particular, conforman la solucion total de la ecuacion diferencial [6, 7].

2.2 Métodos semianaliticos

Se puede decir que el método de la transformada z es semianalitico ya que parte de una metodologia
analitica hasta llegar a una representacion numérica. La técnica de transformacion constituye una
herramienta importante en el andlisis de las sefiales y sistemas lineales invariantes en el tiempo (LIT). La
transformada z proporciona un medio para caracterizar los sistemas LIT y su respuesta a diversas sefiales
mediante las posiciones de sus polos y ceros. La transformada z unilateral de una sefal discreta en el tiempo
x(n) se define como la serie de potencias [16]

X(z)= gx(n)z”

2

(10)

donde z es una variable compleja z = A€ = Ae”™ con ® igual a la frecuencia angular en radianes por
segundo y f'igual a la frecuencia en Hertz. A (10) se le denomina trasformada z directa, ya que transforma la
sefal en tiempo x(n) en su representacion en el plano complejo X(z). La transformada z de una senal x(n) y
la transformada z inversa de una sefial X(z) se designan respectivamente como

(11a)

(11b)

Ya que la trasformada z es una serie infinita de potencias, s6lo existe para aquellos valores de z para
los que la serie converge [16]. Para realizar la transformacién inversa de una ecuacion en el plano z se
utiliza la técnica de fracciones parciales. Se puede expresar la funcidén X(z) como la combinacion lineal
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X()= Y ax,()

(12)

donde X,(z) son expresiones cuyas transformaciones inversas son x,(n). Si la descomposicion en (12) es
posible, entonces x(n) es la transformada z inversa de X(z) mediante la combinacién lineal

o)=Y et )
(13) _

Este método es particularmente 1til si X(z) es una funcién racional de la forma

(14)

donde a, = 1 y M < N. Primero se descompone D(z) en factores que contengan los polos p, de X(z). Existen
los casos de polos distintos y polos repetidos. Para el caso donde los polos son distintos, la expansion en
fracciones parciales queda de la forma

(15)

donde hay que determinar los coeficientes 4,. La transformada z inversa de X(z) en (15) se puede obtener al
invertir todos términos de la sumatoria. Dichos términos se pueden invertir mediante la férmula

)

1-p,z~
(16)

En este caso, la sefial x(n) estd dada por

()= 30 o)
(17)

En el caso de que existir polos complejos conjugados, entonces se producen exponenciales
complejas; sin embargo, si la sefial x(n) es real, es posible reducir dichos términos a componentes reales. Si
5
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Py pj* y son un par de polos complejos conjugados al igual que los coeficientes asociados de las fracciones
parciales, 4,y Aj*, su contribucién es de la forma

5=l (o)) + 45T blo)
(18)
y su combinacién en forma real es

x,(n)= Z‘Ak‘rk" cos(B,n +a, Ju(n) ’
(19)

. — fo
donde los polos y los coeficientes se encuentran expresados en forma polar como 4 _‘Ake y

— By , . . .. - . .
Pr =1he™" | Asi, cada par complejo conjugado en dominio z produce una sefial sinusoidal causal con una

envolvente exponencial. En el caso donde se tienen polos multiples, reales o complejos, la transformada
inversa es de la forma,

i)

(20)
Para el caso donde se tiene una ecuacion diferencial del tipo:
aw d*w d*w
a, +a15+a2?+|:| +akﬁ=f(t) ,
@2y
se aplica primero la transformada de Laplace y se hace el mapeo del dominio s al dominio z mediante alguna

2 z—1
§=—
definiciéon de s; por ejemplo, con regla trapezoidal o Tustin At z+1 [5]. Con esta sustitucion, (21)

quedaria como W(z) de la forma descrita en (14) y su transformada z inversa seria w(n) =z {W(Z )} .
2.3 Métodos numéricos

La implementacion numérica de una ecuacion diferencial ordinaria de alto orden se hace mediante
diferencias finitas. La primera derivada se aproxima con

(22)
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donde / tiene un valor determinado. De (22) se puede obtener la forma recursiva para una derivada de
N-¢simo orden como

N (N _1k
W(N)zkzz;‘(kj(h[v) WMNﬁk.

(23)

Una ecuacion diferencial lineal de orden N tiene la forma de (1), por lo que el esquema en
diferencias para dicha ecuacion es

24)

Si se despeja W,.n de (24) se obtiene la expresion

W S (Ra 1Y (Va1
Wn+N - aN fn kzz(; ;[}] hk n+k—j JZ::‘ J hN n+N—j

(25)

Para una concurrencia con una ecuacion de orden N son necesarias N —1 condiciones iniciales, 1o
cual genera una solucion Unica a la ecuacion diferencial (1).

2.4 Ecuaciones en diferencias

Al construir el modelo matematico de algin fendmeno interesan cuestiones numéricas y
computacionales, asi es necesario elegir una variable con valores discretos. Estos datos serian elementos de
un conjunto finito, o en su defecto infinito numerable. Para este tipo de modelos deterministicos discretos,
las herramientas matematicas mas adecuadas para analizarlos son las ecuaciones en diferencias cuya
expresion es del tipo

F(Wn+N’Wn+N—1’|:| ’Wn+l’wn’n) = 0_) vn € N Py
(26)

donde el orden de esta ecuacion es el valor de la diferencia entre el mayor con el menor de los indices de F.
Una ecuacion en diferencias se dice lineal con coeficientes constantes si se puede escribir como

N

Sauln+4)= /()

k=0 9

27)
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donde @ € R . El objetivo es hallar una funciéon w(n) que verifique que la ecuacion para valores distintos

tome valores dados ¢, tal que la solucion sea Unica. Esta solucion w(n) es un sistema fundamental de
soluciones de la ecuacion en diferencias, donde la solucion total es combinacion lineal de estas, es decir, si

{wl,wz,[l :Wk} son soluciones, entonces lo es la combinacion. Asi se tiene

M~

(28)

Para una ecuacion en diferencias con f{n) = 0 se busca una solucion del tipo w(n) = r". Asi, al
sustituir la solucion en (27) se obtiene

N N
Zakr’”k = rNZakrk =0
k=0 k=0

(29)

lo que implica que,

N
Z ar’ =0
k=0 .
(30)

En (30), 7 son las raices de la ecuacion en diferencias. Estas raices pueden ser reales y distintas,
reales repetidas y/o complejas conjugadas. La solucion con f{n)=0 es [16],

N-2
w, (n) =n'P,, (n)+ chrk” + p”(b] cos(@n)+ bzsen(Gn))

k=m+1
(€29
Con un solo par de raices complejas conjugadas 7. =« i donde P=7 y 0= arctan(ﬂ 04 ) Se

tiene también P, (n)=c, +c,n+[0 +¢,n™" | donde el grado depende de la multiplicidad de las raices. Para
encontrar la solucion completa es necesario estimar la solucion particular, la cual depende de la naturaleza

de la funcioén f(n) definida en la ecuacion en diferencias.
2.4.1 A partir de la transformada z

Una ecuacion en diferencias puede partir de la funcion de transferencia en z
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W(z) kyz"+k, 2" +0 +kz+k,
H(z)= F( = M M-l
z) cyz’ teyz T+ tezte,

(32)

donde N y M son el grado del numerador y denominador respectivamente. Generalmente, si se utiliza la
transformacion bilineal dada por la regla trapezoidal estos son iguales [16]. Si se multiplican el numerador y

denominador de (32) por 2 o y se reacomodan algebraicamente, se llega a

W(z)[cN ey 2z +0 4oz COZ_N]= F(Z)[kN k27 A0 k2 kOZ_N] ‘
(33)

Por lo tanto, (21) queda en diferencias como
e, +ey W+l +eWya W,y =kyE, +ky F +0 + 6 F,_ v, +kF,_y (34a)
o bien,

ch(n)JrcN;lw(n—l)JrD +clw(n—N+1)+cow(n—N)=ka(n)+kN71f(n—1)+|] +k1f(n—N+1)+k0(n—N)_
(34b)

2.4.2 A partir de diferencias finitas de Newton

N
o > ae)= () N
Una ecuacion diferencial lineal 5 de orden N expresada en diferencias finitas
3 i[k]""(_l)iw -/
tiene la forma % j=0\J h* e [16]. Si se desarrollan todos los términos y se agrupan
algebraicamente se obtiene una ecuacion del tipo

ayw, tay w,  +l +aw, \,, +aw, v =1, .

(35)

3. Métodos de solucion para sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias
Considere el Sistema de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias en variables de estado [17]
x'=Ax+Bf y

(36)
y=Cx+Df |
(37)
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donde (36) es la ecuacion de estados y (37) es la ecuacion de las salidas que se quieren obtener. (36) se
puede resolver de forma analitica y de forma numérica; en la siguiente seccion se da una breve descripcion
de ambas.

3.1 Métodos analiticos

Existen dos formas tradicionales de obtener la solucion analitica de un SEDO: la transformacion de
Laplace [18, 19, 20, 17] y la solucion directa [17]. En esta seccion se describen ambos métodos de manera
breve.

3.1.1 Solucion mediante la transformada de Laplace

La k-ésima ecuacion de (36) se puede expandir como:

H=a,x +0 +a,x, +b,f,+0 +b,, 1, .
(38)

La transformada de Laplace de (38) es

SXk(S)_xk(0)= alel(S)+|:| +aann(S)+bk1Fi(s)+|:| +bkmFm(S) .
(39)

La transformada de Laplace de (36), en forma matricial, es

sX(s)— x(O) = AX(s)+ BF(S) .
(40)

Si se despeja X(S) de (40) se llega a

X(s)=(s1— A)"'[x(0)+BF(s)],
(41)

donde I es la matriz identidad. Si se define ®(s)=(sI—A)™", entonces la solucion de (36) es

x(t)= L' [@(s)x(0)]+ L [@(s)BF(s)].

(42)

Se puede observar en (42) que la primera componente de la solucion x(7) es la solucidon de entrada cero y la
segunda componente es la solucion de estado cero. Si se sustituye (42) en (37), la ecuacion de salida es

y(t) = CL™'[@®(s)x(0)+ ®(s)BF(s)]+ Df(¢) .
(43)

10
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3.1.2 Solucion en dominio del tiempo

La solucion directa del SEDO descrito por (36) tiene la estructura [17]

x(¢)=e*x(0)+

S —

A IBE (1 )dT
(44)

La solucion dada por (44) se puede expresar de manera mas conveniente en términos de la convolucion
matricial mediante

x(t) = e*x(0)+e™ *Bf(¢) .
(45)
La ecuacion de salida se puede expresar como [17]

y(t) = Ce*x(0)+[Ce B+ Da(r)|*(r),
(46)

donde 5(t ) es una matriz diagonal cuyos términos en la diagonal son funciones impulso unitario.
3.2 Métodos numéricos

Existen un sinnimero de esquemas numéricos, por lo aqui se adoptan los mas conocidos o populares
como son el metodo de Euler, la regla trapezoidal y los métodos Runge-Kutta, con el fin de establecer una
comparacion entre ellos y las soluciones analiticas.

3.2.1 Método de Euler

Se introduce un particidén sobre el intervalo de tiempo (toatN) , creando una malla de puntos donde ¢,
es el tiempo inicial y fy =% + @ es el tiempo final tal que % <?# <U <# <[ <ty ,donde " =1, —t es

la distancia entre dos puntos consecutivos. Si X, = X(fn) , entonces las diferencias del SEDO dadas por (22)
se establecen como

Yo 70 _ Ax, +Bf,
h .

(47)

Si se despeja el término X,.; de (47) se obtiene

11
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Xn+1 :klxn +k2fn s
(48)

donde k,=(I+#A) y k, =hB
TEOREMA 1.-Sea L >0 y f:RxR" — R una funcién de Lipschitz, es decir:

flt,x)-flt,y)<Lx-y

b

donde € [to,fo +Ol] y (x,y € R) . Si se supone ademas que y(t)e C*([ty.1, + ) y existe M >0 tal que

hM _
J’(tk)_J’k < 2L (eL(tk t())_l),

el error de redondeo al paso del tiempo puede ser notable. No obstante, para el método de Euler y tomando
en cuanta el TEOREMA 1 se demuestra el siguiente teorema.

TEOREMA 2.- Suponiendo que se cumple el TEOREMA 1 y ademas que en cada paso el error de redondeo

al evaluar el método de Euler es &, , entonces:

)y s[’j‘]{+;Lj(em-m_1)+goem_to>

3

donde ¢ esuna cota superiorde €; y €, es el error de redondeo del dato inicial. De lo anterior resulta que

el error no esta acotado cuando 4 tiende a cero debido al factor (8 hL) , por lo tanto el resultado que se

obtiene para pasos cuya longitud es menor que cierto valor son poco confiables o cuando sobrepasan un
umbral.

3.2.2 Método de Euler-Modificado o regla trapezoidal

Este método es similar al de Euler salvo que en la parte derecha del SEDO se toman los promedios

entre los tiempos % y .1 . Las diferencias dadas por (22) son

X, X, :Axn+1 +Xn +B fn+1 +fn

h 2 2

(49)

Si se despeja el término X,.; de (49) se obtiene
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X, =kx, + kz(f

n+l

+f,),
(50)

donde k,=(I-h4A 2)'(I+4A2) y k,=(I-4A 2)"' (kB 2). Este método, a diferencia del método de

Euler, involucra la inversiéon de un sistema matricial, por lo que en ocasiones puede ser una mejora al
método de Euler o dificultarse su implementacion si la inversa de la matriz queda mal condicionada [7].

3.2.3 Método de Runge-Kutta

Este método es una generalizacion de los métodos anteriores y tiene la forma [7]

X, =X+ hz wk,
(51)

m-=1
k, = f(tn +ha,,x, +h). ﬁmjij
)y

donde h=t,,—t, k=f (t,.x, . Los parametros &, y W, ,asi como

los que intervienen para calcular cada aproximacion intermedia B, , se determinan de forma que coincidan

con los primeros términos de la serie de Taylor. De esta forma, para M =2 en (51) se obtiene,

Xy =X, + h(wlkl + Wzkz) ,
(52)

donde & = f(tn,xn) y k, = f(f,, +ha,,x, + hﬁmkl) . Si se realiza una expansion en series de Taylor de dos

términos para k, se llega a

k, =f(t+ha,x+h/3k):f(t,x)+h(a o + Bk 0 jf(t,x)
ot ox )
(53)

% f(t.x) 7= 1)

1= o y ot

Si por notacidon se tiene que f=f (I,X), entonces

k,=f+ha,f,+hB,kf.f . Alsustituir k&, y k, en(52) se llega a

Xy =X, + h(W1 +w, )f"‘ h2W2 (azft + :Bmfxf) .
(54)

Adicionalmente, se considera la serie de Taylor de [ (t ) x) hasta la primera derivada de X,.1 como
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Yy =5, 1+ (4 11)
63)

Si se comparan (54) y (55) se llega al sistema de ecuaciones

w+w, =1
wy,a, =12
wyB, =12

(56)

El sistema en (56) tiene un numero infinito de soluciones, algunas de las cuales son muy conocidas [7]. Para

efectos de implementacién se adopta la soluciéon w, =w, =12 a,=1y B, =1 [7]. Con estos valores,
(51) queda de la forma,

X=X, +(h 2)(k1 +k2) ,
(57)

donde kl :f(tn’xn) y k2 :f(tn_'_h’xn_'—hkl)-

4. Resultados y Discusiones

Se plantea la aplicacion de los métodos descritos en las secciones 2 y 3 a dos tipos de problemas: el
primero de ellos consiste en una ecuacion diferencial ordinaria de alto orden, mientras que el segundo
consiste en un sistema de ecuaciones.

4.1 Ejemplo 1

El circuito de la figura 1 es un ejemplo clasico de un circuito pi en cascada que puede provenir del
ajuste de una linea de transmision. Para este ejemplo se utilizaron valores ficticios para mostrar los métodos
de EDOAO.

)
—\/W\_IYYY\_—\/\/V\_NW\_—\/VV\_NW\_—\/W\_[YW\_

O, :

710
AN
A
3
71
Ay |
71

Figura 1.- Red eléctrica usada para el ejemplo 1,con R=2, 1 =05, C=0.1y V(t) = Sen(t) .
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El primer paso es obtener la funcion de transferencia y a partir de ella obtener ecuacion de alto orden
que describe el comportamiento del voltaje v,(?) el circuito de la figura. La ecuacion que describe v (f) es

8 7 6 5 4 3 2
IV 169V 42360V 11936 LY +12976 LY +56960 LY +176000 LY +320000 2 +160000 = 160000sen )
ad T dt dt dt dt dt dt

4.1.1 Solucion analitica

La solucién analitica se puede obtener mediante el método de coeficientes indeterminados o
mediante la transformacién de Laplace; la solucion analitica es

v(t)=2¢7(-0.0008cos(8.1634¢)+0.0015sen(8.1634¢))+ 2¢ ' (0.0053 cos(6.5533¢)— 0.0077sen(6.5533¢ )+
2¢ 7' (-0.0354 cos(41)+0.0243sen(4¢))+ 2(-0.3019 cos( ) — 0.0037sen(t))— 0.1022¢ > +0.7677¢ 7.

4.1.2 Solucion por la transformada z

El primer paso para obtener la solucion mediante la técnica de la transformada z es obtener la
funcion de transferencia en z a partir de la funcidén de transferencia en s. De la funcion de transferencia se
obtiene la ecuacion del voltaje de salida en z como,

V(Z) _9.63x10™%2'°+9.63x 107" 2 +4.43x107°2° +1.15x 1072 +2.02x 107 2° +2.42 %1072’ +2.02x 107”2 +1.15x 1072’ +4.33 %107 2" +9.63% 1072+ 9.63x 107"
7" -8.9762° +36.482° —88.4277 +141.62° - 156.52° +120.92" - 64.52° +22.737" — 4.782z+0.4559

La funcién anterior se expande en fracciones parciales para obtener los polos, los residuos y la
constante de proporcionalidad, de donde se obtiene

[ -0.0151+0.0002i | [0.9988 +0.05001 |
-0.0151-0.00021 (.9988-0.05001
0.0384 +0.00001 0.9637 +0.00001
-0.0000-0.00011 0.8334+0.35671
- 0.0000+0.00011 0.8354-0.35671

r= L op= . kp=21127¢-11 v h=0.05
0.0003+0.00041 0.8595+0.29011
0.0003 - 0.00041 0.8595-0.29011
-0.0018-0.00121 0.8876+0.17981
-0.0018+0.00121 0.8876-0.17981
| -0.0051+0.0000i | | 0.8493+0.0000i |
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Con estos datos se conforma la solucion de la ecuacion diferencial como como V(t ) = sum(r. xp" ), donde n

, X .. ., . .
es el nimero de muestra y el ( ) significa una operacion vectorial elemento a elemento; se debe corregir

la primera muestra con la constante de proporcionalidad con v(1)=v(1)+kp & .
4.1.3.1 Solucion mediante la ecuacion en diferencias partiendo de la transformada z

Al hacer el proceso de tener una ecuacion en diferencias partiendo de la transformada z se llega a la
siguiente expresion,

v(n—0)—6.97v(n—1)+21.54v(n—2)—38.41v(n—3)+ 43.29v(n— 4) - 31.56v(n— 5)+14.54v(n - 6)
—3.87v(n—7)+0.45v(n—8) =1.54x10* sen((n— 0)h) +1.23x 107 sen((n—1)h)+ 4.31x107" senf((rn - 2)h)
+8.63x107 serf(rn—3)h)+1.07x10° sen((n — 4)h)+ 8.63x 107 sen((n— 5)h)+ 4.31x107 senf(n — 6)h)
+1.23x107 ser((n— 7)) +1.54 107 sen((n—8)h)

Si la parte derecha de la ecuacion anterior se simplifica mediante la identidad
Asin(n— k)= Asin(n)cos(k)— Acos(n)sin(k)
queda de la forma

v(n—0)-6.97v(rn—1)+21.54v(n—2)—38.41v(n —3)+ 43.29v(n — 4)—31.56v(r — 5)+ 14.54v(n — 6)
~3.87v(n—7)+0.45v(n —8) =3.8588 x 10 °sen(nk ) — 7.8221x 107" cos(nk).

La solucidn a esta ecuacidn es

w(t) = sumlc.x ")~ 0.0076sen(nh) — 0.6037 cos(nh) |

donde

[-0.0007-0.00161 | [0.8354+0.35671 |
-0.0007+0.00161 0.8354-0.35671
0.0050+0.00791 0.8595+0.29011
0.0050-0.007% 0.8595-0.29011

c= |, or= 1y h=0.05

-0.0350-0.02461 0.8876+0.17981
-0.0350+0.02461 0.8876-0.17981
0.7672-0.00001 0.9637+0.00001

| -0.1021-0.00001 | | 0.8493+0.00001 |

16
ISSN: 1665-5745
WWwWw.e-gnosis.udg.mx



© 2020, e-Gnosis [online] Vol. 18, Art. 3 Meétodos de solucion para ecuaciones diferenciales ordinarias

4.1.3.2 Solucion mediante la ecuacion en diferencias partiendo de diferencias finitas

Si se aplican diferencias divididas de Newton a todas las derivadas, se obtiene una ecuacion en
diferencias de la forma

69988x10°v(1n—0)—47957888x10"v(n—1)+14492864x10° v(n—2)— 25231923210 v(n —3) + 276841216 x10*v(n — 4)
—19604992x10° v(n—5)+875264x10°v(n—6)— 22528 10" v(n — 7)+ 256 x 10°v(n — 8) = 160000sen(nh)

En el proceso de solucion de esta ecuacion con 2 = 0.05 se obtienen los coeficientes y las raices

[-0.0068-0.0037i | [0.7991+0.2965i |
~0.0068+0.0037i 0.7991-0.2965i
0.0239+ 0.0202i 0.8350+0.2487i
0.0239-0.0202i 0.8350-0.2487i

A= 0.0592-0.0593i | "~ |0.8800-0.1600i

-0.0592+0.0593i 0.8800-0.1600i
0.6996 0.9643

-0.0282 0.8598

La solucion se obtiene mediante la expresion

W(t)= Sum(cd. xrd" )+ (0.5971 x107 )sin(nh) + (0. 1847x107 )cos(nh) )

Esta implementacion, aunque es estable, tiene un error considerable y por esa razon se recomienda
obtener la ecuacion en diferencias a partir de la transformada z.

4.1.4 Analisis de resultados

La figura 2 muestra los primeros ciclos de la simulacion y el error absoluto al tomar como referencia
la solucion analitica obtenida mediante la transformacion de Laplace.
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14 T T T T 100 T T T T
12+ Analitica
Transformada z
1r Ecuacion en diferencias (z)
08 ——— Ecuacion en diferencias (Newton) 102
by
< £
~ 3
o
o -
T 2 10
38' ©
= ]
I
106
Transformada z
Ecuacion en diferencias (z)
Ecuacion en diferencias (Newton)
038 : 1 : 1 10-8 1 | . \
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
Tiempo (s) Tiempo (s)
(a) (b)

Figura 2. (a) Solucién analitica mediante la transformacion de Laplace, transformada z y ecuacion en
diferencias. (b) Error de las soluciones al tomar como referencia la solucion analitica.

La figura 3 muestra la simulacion a largo plazo, es decir hasta que en apariencia se estabilizan tanto
los resultados obtenidos mediante la transformada z como los obtenidos mediante la ecuacién en
diferencias. A simple vista se puede notar como los resultados que se obtienen mediante la transformada z
tienen un error creciente; la razon es que la fuente es una funcidn seno y sus polos en transformada z deben
quedar sobre el circulo unitario, es decir con un valor absoluto de 1. Sin embargo, si se analizan los polos
que se obtienen, dos de ellos con un valor absoluto igual a 1.0000001826523. Este error, aunque es muy
pequefio, se va elevando conforme se avanza en el numero de muestras. Este error es estrictamente
numérico, pero no se puede remover ya que es parte de todo el proceso numérico.

14 T T T 14 T
= Analitica —— Analitca
12 12
—— Transformada z —— Transformada z
1 Ecuacion en diferencias (z) 1+ Ecuacion en diferencias (z)
08 Ecuacion en diferencias (Newton) 08 Ecuacion en diferencias (Newton)

\oltaje ( V)
\oltaje ( V)

08 . . . . . . .
0 500 1000 1500 200C 1980 1985 1990 1995 2000

Tiempo (s) Tiempo (s)

(a) (b)
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062

T 100
Analitca

Transformada z

Ecuacion en diferencias (z) 10-2
Ecuacion en diferencias (Newton

<
060 \O/ 1074 G L T R R T N T T A TR e
' 3
[}
8
©
059 5 10°}
i
058 Transformada z
Ecuacion en diferencias (z)
Ecuacion en diferencias (Newton)
057 10-10 1 .
0 500 1000 1500 2000 0 500 1000 1500 2000
Tiempo (s) Tiempo (s)
(c) (d)

Figura 3. (a) Solucion analitica mediante la transformacién de Laplace, transformada z y ecuacion en
diferencias (z). (b) Acercamiento de las soluciones. (c¢) Acercamiento de las soluciones. (d) Error de las
soluciones al tomar como referencia la solucion analitica mediante Laplace.

4.2 Ejemplo 2

Se analiza el circuito mostrado en la figura 4, donde los pardmetros son: R, =0.5Q,R,=02Q,L, =
1H,L,=0.5H,C=0.02 F, v,(f) = 100sen(120xt) V, v,(¢) = 20sen(200mn¢ + w/4) V. Los estados x,(f), x,(t) y
x,(¢) son respectivamente el volataje en C, la corriente en L, y la corriente en L,. Las condiciones iniciales
son: x,(0) =12V, x,(0)=0.8 4y x,(0)=0 4.

651)

Figura 4.- Circuito con una doble fuente.

Al utilizar la metodologia de variables de estado, se obtiene la ecuacion de estados

0 50 50
xX=|-1 -05 -05x+|1 O [

100sen(1207¢) }
-2 -1 -14| |2 -2

20sen (2007 + 70/4)

4.2.1 Solucion mediante la transformacion de Laplace

La solucion de entrada nula mediante la transformada de Laplace es
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0.07e ™" +2¢7°%(0.56 cos(~12.21¢)—1.67sen(~ 12.21¢))
x,(t)= L7 [®(s)x(0)]=| 0.53¢™"" +2¢7%¥(0.13 cos(~12.21¢)+0.05sen(-12.21¢))
—0.53¢™¥ +2¢7%(0.26 cos(~12.21¢)+ 0.1 1sen(~12.21¢)) |

mientras que la solucion de estado nulo es,

2¢ *%(—0.0025 cos(—12.21¢)+1.5384sen(—12.21¢))+ 0.0020¢ ***
x, ()= L7 [®(s)BF(s)]=| 2¢°%'(0.1403 cos(~12.217)—0.0073sen(~12 21¢))—0.0151e™ "™ |+
2e "#1(0.2505 cos(—12.217)—0.0204sen (- 12.21¢)) — 0.0149¢ ™

2(—0.0002 cos(1207¢) — 0.05sen (1207¢)) — 2(— 0.0018 cos(2007¢) — 0.0018sen (2007¢))
2(~0.1328 cos(12077) + 0.0005sen (12077)) + 2(— 1.5-10° cos(2007t) — 2.07 .10~ sen(2007¢))
2(-0.2655 cos(1207¢) + 0.0013sen(1 207 )) — 2(— 0.0225 cos(2007¢ ) + 0.0226sen (2007 ))

La solucion completa es,
x(r)= L7 [@(s)x(0)]+ L™ [@(s)BF(s)] = x, (1) + x,(¢) .

4.2.2 Solucion en dominio del tiempo

La solucion en dominio del tiempo estd dada por (45). Si se utiliza la convoluciéon en tiempo, la
solucion del sistema de ecuaciones es,

0.56-1.67i 0.56+1.67i 0.07
x,(t)=e*x(0)=|0.13+0.05i [e* +| 0.13-0.05i [¢*' +| 0.53 |*
0.26+0.11i 0.26-0.11i ~0.53
20
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x,(t)=e*B*f(r)

0.001-1.538i 0.001+1.538; 0.002
= 0.125+0.006i |e™ +]0.125-0.006i [e™ +| 0.015 |e™* +
0.250 +0.021i 0.250-0.021i -0.015
[ 0.0001-1.6297i 0.0001+1.6297i
~0.1327 - 0.0067i |cos(1207t + 6, )+| —0.1327 +0.0067i |cos(1207 + 6, )+
| -0.2654-0.0221i ~0.2654+0.0221
[—-0.08-107 ~0.0014+1.13
0.62-10™" |cos(1207t +6,)+| 0.01+0.0007; |cos(2007 +¢, )+
~0.63-107* 0.0212 +0.002i
[-0.0014-1.13 0.0028
0.01-0.0007i |cos(2007t +@, )+| —0.0212 [cos(200xt +¢,)
0.0212-0.002i 0.0212

x(t) = e*'x(0)+ e™ *Bf(r) = x, (1) + x, (),
donde

A, =—0.8833+12.2141i, A, =—0.8833-12.2141i, A, = —0.1334,
0, =-0.0023+0.0324i,60, =-0.0023-0.0324i, 6, = —0.0004,
¢, =0.7840+0.0194i, 0, =0.7840—-0.01944, p, = 0.7852.

4.2.3 Método de Euler

La implementaciéon numérica del método de Euler lleva al esquema (48). Con 2 =0.0001, el esquema
de solucidn es

X 1 5107 5x107 | xf 0 0 100sen(12072k)
n

=l SIx10 1 —1x107 | a0 [+ 1x10 0 PN

" Py B ; » _, [ 200sen(2007mA + 7/4)

X —2x10™ —1x10 1 x| [2x107 —2x10

4.2.4 Método de Euler-modificado o regla trapezoidal

La implementaciéon numérica de este método lleva al esquema en (50). Con % =0.0001, el esquema
de solucioén es
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X 1 5107 5x107 | a7
x| =] -1x107 1 -5x107° || %] |+
[ =2x107* —-1x107 1 x;

0

5x107° 0

[ 100[sen(1207 (1 + 1)k )+sen(1207mh)| J
1x107® —1x107°

200[sen(2007 (1 + 1) + 7r/4) +sen(200znh + 7 /4

4.2.5 Método de Runge-Kutta

La implementaciéon numérica de este método lleva al esquema en (61). Con % =0.0001, el esquema
de solucioén es

n+l n
X1 Xy

1x107*
x;” =|x; |+ ><20 [k|+k2]
bt I

donde

0 50 50 x'] [o
k,=[-1 —-05 —0.5]x2|+|1 o[

100sen(1207mh ) }
2 -1 -14|xt| |2 -2

20sen(2007mh + 7/ 4)

y
0 50 50 |« 0 0
! 100sen(1207 (2 + 1))
k,=|-1 —-05 -05||x]|+Ak, [+|1 O
2 20sen(2007 (n+ 1)h+7/4)
-2 -1 -14||x! 2 -2

4.2.6 Analisis de resultados

La figura 5 muestra la simulacion de la variable de estado x, y los errores al utilizar la solucion
analitica obtenida mediante la transformacion de Laplace como referencia. Se puede notar a simple vista
como la convolucion en tiempo acarrea errores de redondeo debidos al proceso numérico en la
computadora. De los métodos numéricos, se puede notar en las figuras como el metodo de Runge-Kutta para
este caso es mas preciso; le siguen la regla trapezoidal y Euler.
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Figura 5. (a) Soluciones para el estado x,(t). (b) Acercamiento de las soluciones para el estado x,(t).
(c) Error de las soluciones.

5. Conclusiones

Aparentemente, cuando se resuelve una EDO las formas de solucion son conocidas, pero si esta
EDO es de alto orden hay pocos resultados que indiquen cual es el método mas adecuado para su solucion.

Para el caso de la EDO explorada, se obtuvo la solucion analitica mediante la transformacion de
Laplace, pero no se pudo obtener de manera satisfactoria la soluciéon mediante la transformada z.

De manera inesperada, se encontr6 que la ecuacion en diferencias partiendo tanto de diferencias
divididas de Newton como de la transformada z resulté en un sistema estable.

Para el caso de un sistema de ecuaciones, al ser de tamafio tan pequefio, 3 por 3 en este caso, se pudo
obtener la solucion analitica; sin embargo, en un sistema de 7 por 7 es casi imposible obtener la inversa de
la funcidn de transferencia en forma analitica y la convolucién en tiempo es en extremo complicada.

Se utiliz6 un sistema pequefio para poder evaluar los métodos numéricos; en €l se pudo notar que el
método de Runge-Kutta es el que mejor precision tuvo, seguido por la regla trapezoidal y, finalmente, Euler.

Para una EDO de alto orden se concluye que, si es posible obtener la solucion analitica mediante la
transformacion de Laplace, esa seria la mejor opcion debido a que los métodos numéricos para este tipo de
23
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ecuaciones no dan buenas soluciones. Si se desea resolver un sistema de ecuaciones pequeio, lo mejor
solucion es la analitica obtenida mediante la transformacion de Laplace o la convolucion en tiempo; sin
embargo, si el sistema es lo suficientemente grande para que se complique la obtencion de la solucion
analitica, entonces los métodos numéricos dan soluciones estables y de buena precision.
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